Mecanica Quantica
32 Série
1. O oscilador harménico fornece um exemplo do principio da corres-
pondéncia, em que os resultados da mecancia quantica tendem para os da
mecancia cléssica no limite classico. Discuta este resultado e demonstre que a

distribuicao de probabilidade da posi¢cao da particula é anéloga ao resultado
classico se o oscilador se encontrar extremamente excitado.

2. A equacgao de Schrodinger para um oscilador harmoénico simples tem
como solugao geral a fungao de onda u,(zr) = H,(z)exp(—x?/2), em que
H,(x) sdo os polinémios de Hermite, que obedecem & seguinte equagao:

H(x) — 22H!(x) + (o — 1) Hp(z) = 0. (1)

2.1. Mostre que se verifica a relagao de recorréncia:

H,(2) = 20H,1(2) — H,_, (). (2)

2.2. Utilize a relacao de recorréncia dada na alinea anterior para provar
as seguintes relagoes:

Hy(x) =1, Hi(x) = 2z,
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2.3. Mostre que as fungoes de Hermite u,(z) = H,(x)exp(—x?/2) for-
mam um sistema ortonormado.

3. Considere a vibragao de um atomo de hidrogénio, numa molécula de
agua, ao longo de uma direcgao da ligagao O — H. Este movimento pode
ser excitado por radiagao electromagnética com um comprimento de onda da
ordem de 4 x 1076 m.

3.1. Calcule a constante elastica desta vibragao e o ponto-zero de energia
do oscilador.

3.2. Dado que cada grau de liberdade molecular tem uma energia térmica
de cerca de kT (em que a constante de Boltzmann é kg ~ 1.4 x 1072 J/K),

qual é o estado vibracional mais provavel da molécula de 4gua a temperatura
de T'=450°K?



4. Considere uma particula que se move no seguinte potencial bidimen-

sional 2] vl
B 0, se |z|<a |yl <La
Viz,y) = { 00, se |x|>a |y|>a (4)

4.1. Calcule os niveis de energia e obtenha as func¢oes de onda associadas.

4.2. Discuta a degenerescéncia do sistema e a simetria da distribuicao de
probabilidade da posi¢ao no caso especifico a = b.

5. Considere que uma particula se move num potencial bidimensional
com simetria circular.

5.1. Demonstre que a equacao de Schrodinger, independente do tempo,
pode ser separada em coordenadas polares planas, e que a componente an-
gular da funcdo de onda tem uma forma de (27)Y/2exp(im¢), em que m é
inteiro.

5.2. Determine a simetria da distribuicao de probablidade da posi¢cao no
caso anterior?

6. Atendendo ao sistema bidimensional com simetria circular da alinea
5, em que o potencial é dado por

0, se O0<r<a
o0, se r>a '

V(r) = { (5)

6.1. Demonstre que a componente radial R(r) da fungao de onda satisfaz
a seguinte equacao

d*R 1dR m?
-t 1— — -

dp2+pdp+( 02)R v ®)
em que p = (2m.E/h?)Y/?r.

6.2. No caso de m = 0, demonstre que R = sz’) AppF, com A, =0 se
k é impar e Ay o = A /(k + 2)2.

7. Uma particula de massa m, move-se num poco potencial, tri-dimendional
e esfericamente simétrico, dado por

0, se O0<r<a
V(r)_{VO, se r>a ’ (7)



7.1. Demonstre que as energias dos estados com nimero quantico [ = 0
sdo determinadas pela condi¢do kcot(ka) = —k, em que k* = 2mE/h* e
k? =2m(Vy — E)/h%.

7.2. Verifique que apenas ha estados ligados do sistema para o caso V >
R*m?/(8ma?).

8. Verifique a seguinte relacao entre as harmonicas esféricas, Y;,,, e o seu
complexo conjugado Y,

/%/Wwe,¢mm/<e,¢>sin0d9d¢=o, AT mAnl, ()
0 0

para todos os valores de [,I',m e m’, com [,1' < 2.
9. Considere a equagao associada de Legendre

%{(1-#)%%(&—1@# )y:(), (9)
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com m # 0. Param =0, a eq. (9) é a equagao de Legendre e se as solugoes
tiverem que ser limitadas em [—1, 1], temos Ay = (Il 4+ 1). Prove o seguinte
lema:

LEMA: As solugdes da eq. (9) sao da forma (1 — z%)™/2Lu(z), com
u(z) solugao da equagao de Legendre.



